
Μια διδιάςτατθ επιφάνεια ςτθν οποία θ κερμότθτα μεταφζρεται με αγωγι υπόκειται ςε 
ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τφπου Dirichlet ςε 3 πλευρζσ (όπωσ φαίνεται ςτο Σχιμα) και ςε 
ομοιόμορφθ ειςερχόμενθ κερμορροι 𝑞𝑠

′′ ςτθν πάνω πλευρά. Χρθςιμοποιιςτε τθ μζκοδο 
χωριςμοφ των μεταβλθτών για να υπολογίςετε τθ κερμοκραςιακι κατανομι ςτθν επιφάνεια. 
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H εξίςωςθ μεταφοράσ κερμότθτασ, ςε ΜΚ, χωρίσ παραγωγι κερμικισ ενζργειασ και ςτακερζσ 
ιδιότθτεσ είναι: 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 = 0 →
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2 = 0, 𝜃 ≡ 𝑇 − 𝑇1 

με ςυνοριακζσ:  

𝜃 0, 𝑦 = 𝜃 𝐿, 𝑦 = 𝜃 𝑥, 0 = 0, 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 



Εφαρμόηοντασ  τθ μζκοδο χωριςμοφ των μεταβλθτών κεωροφμε ότι θ ηθτοφμενθ ςυνάρτθςθ 
είναι γινόμενο δφο ςυναρτιςεων: μιασ που εξαρτάται αποκλειςτικά από το 𝑥 και μιασ που 
εξαρτάται αποκλειςτικά από το 𝑦: 𝜃 𝑥, 𝑦 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦  
Αντικακιςτώντασ ςτθν: 

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2 = 0 → 𝑌
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 + 𝑋
𝑑2𝑌

𝑑𝑦2 = 0 → 

−
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 =
1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2 

Το αριςτερό μζλοσ είναι ςυνάρτθςθ αποκλειςτικά του 𝑥, και το δεξί αποκλειςτικά του 𝑦, 
επομζνωσ για να είναι ίςα κα πρζπει: 

−
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 =
1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2 = 𝐴 

 
Θα μποροφςε θ ςτακερά, 𝐴, να είναι μια αρνθτικι ι μθδενικι ποςότθτα; 
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• Αν ιταν μθδενικι τότε:  

−
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
= 0

1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2 = 0

→
𝑋 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2

𝑌 = 𝑐3𝑥 + 𝑐4
 

Από ςυνοριακζσ: 
𝜃 0, 𝑦 = 0 → 𝑐2𝑌 𝑦 = 0 

𝜃 𝐿, 𝑦 = 0 → 𝑐1𝐿 + 𝑐2 𝑌 𝑦 = 0 

Αν 𝑌 𝑦 = 0 → 𝜃 𝑥, 𝑦 = 0 που παραβιάηει τθ ςυνοριακι: 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 

Αν 𝑌 𝑦 ≠ 0 → 𝑐2 = 𝑐1 = 0 → 𝑋 𝑥 = 0 → 𝜃 𝑥, 𝑦 = 0 που παραβιάηει τθ ςυνοριακι: 

𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 

 
Συνεπώσ 𝛢 ≠ 0 



• Αν ιταν αρνθτικι 𝛢 = −𝜆2 τότε: 
 

−
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 = −𝜆2 →
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 − 𝜆2𝑋 = 0 με γενικι λφςθ τθν: 𝑋 = 𝑐1𝑒
𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒

−𝜆𝑥 

 

Στθν περίπτωςθ αυτι: 𝜃 0, 𝑦 = 𝜃 𝐿, 𝑦 = 0 → 𝑐1 + 𝑐2 = 0 και 𝑐1𝑒
𝜆𝐿 + 𝑐2𝑒

−𝜆𝐿 = 0 από τθν 

οποία προκφπτει: 𝑐1 = −𝑐2 = 0 → 𝑋 𝑥 = 0 που παραβιάηει τθ ςυνοριακι: 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 
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Επομζνωσ 𝛢 = 𝜆2 είναι κετικι: 

 
𝑑2𝑋

𝑑𝑥2 + 𝜆2𝑋 = 0 

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2 − 𝜆2𝑌 = 0 

με γενικζσ λφςεισ τισ:  
𝑋 = 𝑐1 cos 𝜆𝑥 + 𝑐2 sin 𝜆𝑥  

𝑌 = 𝑐3 exp(𝜆𝑦) + 𝑐4 exp(−𝜆𝑦) 
 
• Από τθ ςυνοριακι: 𝜃 0, 𝑦 = 0 → 𝑐1𝑌 𝑦 = 0 → 𝑐1 = 0 
 
• Από τθ ςυνοριακι: 𝜃 𝑥, 0 = 0 → 𝑐2 sin 𝜆𝑥 𝑐3 + 𝑐4 = 0 → 𝑐3 + 𝑐4 = 0 

 
Η 𝑋 𝑥 = 𝑐2 sin 𝜆𝑥  δεν μπορεί να είναι μθδενικι, γιατι διαφορετικά παραβιάηεται θ     

 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 

 
• Από τθ ςυνοριακι : 𝜃 𝐿, 𝑦 = 0 → 𝑐2 sin 𝜆𝐿 𝑐3 exp 𝜆𝑦 − exp −𝜆𝑦 = 0 → 

𝜆 =
𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 = 1,2,3, … 

Για 𝑛 = 0 παίρνουμε τθ λφςθ: 𝑋(𝑥) = 0 που παραβιάηει τθ𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′ 
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Επομζνωσ θ λφςθ είναι θ: 

𝜃 = 𝑐2𝑐3 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
exp

𝑛𝜋𝑦

𝐿
− exp −

𝑛𝜋𝑦

𝐿

= 𝑐𝑛
′ sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
exp

𝑛𝜋𝑦

𝐿
− exp −

𝑛𝜋𝑦

𝐿
, 𝑛 = 1,2,3, … 

Επειδι το πρόβλθμα είναι γραμμικό μια πιο γενικι λφςθ λαμβάνεται από τθν υπζρκεςθ όλωσ 
των λφςεων: 

𝜃 =  𝑐𝑛
′ sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
exp

𝑛𝜋𝑦

𝐿
− exp −

𝑛𝜋𝑦

𝐿

∞

𝑛=1

=  𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
sinh

𝑛𝜋𝑦

𝐿

∞

𝑛=1

 

 
Εφαρμόηουμε τθ ςυνοριακι ςτακερισ ειςερχόμενθσ κερμορροισ ςτο πάνω ςφνορο: 

𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑦
 
𝑦=𝑊

= 𝑞𝑠
′′→  𝑛𝑐𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
cosh

𝑛𝜋𝑊

𝐿

∞

𝑛=1

=
𝐿

𝑘𝜋
𝑞𝑠

′′ 
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Οι ςυναρτιςεισ sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) είναι ορκογώνιεσ, δθλαδι ςτο πεδίο οριςμοφ [0, 𝐿] ιςχφει: 

 sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

0

sin
𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 = 0, 𝑚 ≠ 𝑛 

Hint: sin 𝑎 sin 𝑏 =
1

2
cos 𝑎 + 𝑏 − cos (𝑎 − 𝑏)  

 sin2 (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

𝐿

0

𝑑𝑥 =
𝐿

2
 

 

Hint: sin 2𝑎 =
1

2
1 − cos 2𝑎  

 
Επομζνωσ, για τον υπολογιςμό του 𝑐𝑛: 

 𝑛𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
cosh

𝑛𝜋𝑊

𝐿

∞

𝑛=1

=
𝐿

𝑘𝜋
𝑞𝑠

′′ → 

𝑛𝑐𝑛 cosh
𝑛𝜋𝑊

𝐿
=

𝐿

𝑘𝜋
𝑞𝑠

′′
 sin

𝑛𝜋𝑥
𝐿 𝑑𝑥

𝐿

0

 sin2 𝑛𝜋𝑥
𝐿

𝑑𝑥
𝐿

𝑜

=
𝐿

𝑘𝜋
𝑞𝑠

′′
2

𝑛𝜋
1 + (−1)𝑛+1 → 

𝑐𝑛 =
𝐿

𝑘𝜋
𝑞𝑠

′′
2

𝑛2𝜋
1 + (−1)𝑛+1

1

cosh
𝑛𝜋𝑊

𝐿
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Συνεπώσ: 
 

𝑇 − 𝑇1 = 𝜃 =
2𝐿𝑞𝑠

′′

𝑘𝜋2
 

1 + (−1)𝑛+1

𝑛2 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿

sinh
𝑛𝜋𝑦
𝐿

cosh
𝑛𝜋𝑊

𝐿

∞

𝑛=1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐿 = 6 𝑚, 𝑊 = 3 𝑚, 𝑘 = 0.25
𝑊

𝑚𝐾
, 𝑞𝑠

′′ = 20
𝑊

𝑚2
 𝑇1 = 25𝑜𝐶 

 

Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΧΩΡΙΣΜΟΥ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

8 


